Topología explicada para maestros I
ROBERTO MARKARIAN

La finalidad de esta serie de artículos es analizar desde el punto de vista matemático, para un público no especializado, el significado y los alcances de la topología y sus elementos, así como aclarar el uso de estos conceptos en el libro La representación del espacio en el niño, de Jean Piaget y Bärbel Inhelder.
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Puentes en Königsberg (actual Kaliningrado).

La inmensa obra de Jean Piaget1 y su Escuela ha dejado profundas huellas en la formación de sucesivas generaciones de maestros, pedagogos y psicólogos de todo el mundo. Como sucede con todos los aportes al conocimiento humano, cuando el tiempo pasa, se empiezan a notar defectos. Nuevas experiencias y observaciones permiten analizar los datos con otros enfoques y, debido a estas circunstancias, surgen ideas nuevas, algunas, quizá, contrapuestas. Ello no quita importancia al aporte mismo, algunas veces hasta lo realza. Tal es el caso de la obra de Piaget. Los defectos o extrapolaciones exageradas que pudieran haber realizado él o algunos de sus discípulos no quitan valor a la originalidad y profundidad de muchos de sus enfoques. 

Esta serie de notas no será, por tanto, una apología de los enfoques piagetianos sobre el espacio y la geometría, sino que intentará explicar las ex-presiones de la matemática utilizadas por Piaget y analizar la relación entre su significado preciso y la manera como la utilizaba el psicólogo suizo. 

Puede que esto ayude a colocar en términos más justos el valor actual del enfoque piagetiano para la enseñanza de la geometría a nivel escolar y anterior. 

“La representación del espacio en el niño” 

En su obra La representación del espacio en el niño (La represéntation de l'espace chez l'enfant, puf, 1948), J. Piaget y B. Inhelder defienden con mucho entusiasmo y sabiduría que: 

	[...] el análisis geométrico abstracto tiende a mostrar que los conceptos fundamentales del espacio no son de manera alguna euclidianos, sino ‘topológicos’. Es decir, basados enteramente en correspondencias  cualitativas o ‘bicontinuas’  que involucran conceptos como proximidad y separación, orden y encerramiento.2 Y, ciertamente, encontraremos que el espacio del niño, que es esencialmente de carácter activo y operacional, invariablemente comienza con ese tipo simple de relaciones topológicas mucho antes que se haga proyectivo o euclidiano. 


Estos aspectos topológicos son diferenciados por Piaget y su Escuela de los proyectivos (que suponen, entre otras cosas, la capacidad del niño de percibir un mismo objeto al observarlo desde distintos ángulos) y los euclidianos (que se refieren a tamaños, distancias y direcciones, y conducen a la medición de longitudes, ángulos, áreas, y a las figuras geométricas sencillas como triángulo, esfera, etcétera). 

Uso de expresiones provenientes de la matemática 

Debe anotarse que el uso cotidiano de vocablos provenientes de la matemática y su contexto no implica que en esta disciplina se les dé el significado del habla común. De igual manera, en el sentido inverso, la matemática toma del habla cotidiana términos que adquieren una significación más precisa o específica, de acuerdo con los métodos de esta ciencia. Muchas veces también, vocablos de uso común ya han adquirido un significado preciso, desde el punto de vista matemático, por el tiempo que llevan insertos en la lengua. Palabras como número, triángulo y círculo, por ejemplo, existen desde tiempos de los griegos clásicos o los romanos del Imperio, y su uso común, en general, es también el de la matemática. Ello no impide que puedan tener otras acepciones, incluso metafóricas; por ejemplo, a un grupo de personas relacionadas por ideas u orientaciones estéticas, políticas, etc., se les llama círculo; así, el Círculo de Viena (Wiener Kreis, en alemán) fue un movimiento científico y filosófico (1922-1936) en el que tuvo gran influencia el Tractatus logico-philosophicus, de Ludwig Wittgenstein, y que promocionó las primeras obras de Karl Popper. 

Otro ejemplo es el de palabra caos, la cual, proviniendo de la teogonía griega primitiva, entró a las religiones judeo-cristianas y pasó luego a indicar el desorden en general. Ahora tiene un significado científico más o menos preciso y está a punto de entrar en el terreno de la mística. 

Esta observación sobre el sentido general de palabras provenientes de la matemática en otros contextos no se hace para desmerecer dicho uso, sino para evitar caer en confusiones conceptuales. El ejemplo más claro de esta eventual confusión es el de la palabra proximidad o cercanía (que quizá debería traducirse por entorno). Con esa expresión, en el libro de Piaget e Inhelder se hace referencia a la percepción global de los objetos y sus partes (que están “en proximidad”), mientras que en topología tiene un significado más restringido y abstracto, como se verá más adelante. En este caso puede haber una segunda confusión que es rotundamente aclarada en el libro: la proximidad no hace referencia a la cercanía en el sentido de distancia, sino a la estructuración de “elementos pertenecientes al mismo campo perceptual.” 
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	Leonard Euler (1707-1783). 
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Orígenes de la topología 

La topología es una rama de la matemática que estudia: 

a) Los espacios (conjuntos) en los que están bien definidas “vecindades” (cercanías, entornos) para cada uno de sus puntos. 

b) Las funciones (relaciones, correspondencias) que conservan las vecindades (las cercanías). A puntos cercanos les corresponden puntos cercanos. 

Se denomina espacio topológico y función continua a cada uno de los objetos antes referidos. Desde ya insistimos en aclarar que estos artículos no pretenden tener total rigor, sino explicar el significado matemático de los términos usados por la escuela piagetiana, independientemente de que ésta sea o no la acepción con la que la usó el psicopedagogo y filósofo suizo. 

Se suele decir que la topología es la “geometría de los trozos de hule (goma elástica)”, puesto que se puede dibujar en tales trozos, estirar, deformar, apretar –sin romperlos–, manteniendo las propiedades topológicas de tales dibujos. Parece evidente que con tales deformaciones –que son un modelo sencillo, en superficies, para las funciones continuas– las distancias, los ángulos, el paralelismo no se mantienen; pero sí se mantienen las ideas de frontera, de corte entre curvas, de encerramiento, de orden, etcétera. 

Fue el matemático y físico suizo Leonard Euler (1707-1783), que entonces trabajaba en la corte rusa, quien dio presentación formal a algunos aspectos de la topología tal como hoy se la concibe. Esto fue realizado en un famoso estudio sobre los puentes de Königsberg, ciudad alemana-rusa (también llamada Kaliningrado) en cuya universidad trabajó, más o menos contemporáneamente, el filósofo alemán Emmanuel Kant (1721-1804). 

En la introducción a ese trabajo3 (presentado en la Academia de San Petersburgo en 1735, y publicado en Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 8, 1741, pp. 128-140) escribió Euler: 

Además de aquella parte de la geometría que trata sobre cantidades y que se ha estudiado en todo tiempo con gran dedicación, el primero que mencionó la otra parte hasta entonces desconocida, fue Leibniz, el cual la llamó geometría de la posición. Leibniz determinó que esta parte se tenía que ocupar sólo de la posición y de las propiedades provenientes de la posición en todo lo cual no se ha de tener en cuenta el cálculo de las cantidades […]. Por ello, cuando recientemente se mencionó cierto problema que parecía realmente de geometría, pero estaba presentado de tal manera que no precisaba la determinación de cantidades ni admitía solución mediante el cálculo de ellas, no dudé en referirlo a la geometría de la posición. 

¿Cuál era el problema estudiado por Euler? La ciudad de Königsberg era atravesada por un río, que luego de formar una isla se dividía en dos ramas. Siete puentes permitían ir de un lado a otro y la gente se preguntaba si era posible caminar por la ciudad pasando una sola vez por cada puente. El trabajo de Euler no sólo mostró que  la respuesta es negativa, sino que generalizó el problema a otros tipos de recorridos (ver fig. 2). 

El concepto de espacio topológico comenzó a formalizarse 150 años después, con las ideas de superficies conexas (B. Riemann, 1822-1866) en 1851, la idea de curva cerrada simple por C. Jordan (1838-1922) y las definiciones de punto interior, frontera y de acumulación para espacios euclidianos, por G. Cantor (1845-1918). Las ideas de conexión son reformuladas, de una manera totalmente rigurosa, por H. Poincaré (1854-1912) en una serie de trabajos de 1895, en que reaparece la expresión Análisis Situs, originalmente introducida por Leibniz. 

Es entre 1906 y 1914,  con trabajos de M. Fréchet (1878-1973), H. Weyl (1885-1955) y F. Hausdorff (1868-1942), que el actual concepto de espacio topológico toma su forma definitiva. Fue Hermann Weyl quien sugirió el uso de “vecindades” para definir los espacios topológicos. Esta palabra tuvo traducciones diferentes en los diversos idiomas: entorno, neighborhood, vicinhanca, voisinage, etcétera. 

¿Qué es un espacio topológico? 

Consideremos un conjunto cualquiera al que llamaremos X, por comodidad. Tomemos una familia bien definida de subconjuntos de X. Es decir, elegimos en X, diversas partes de él. Éstas se pueden intersecar, ser disjuntas, incluir a todo el conjunto (que es una parte de sí mismo), etc. Esta familia debe satisfacer ciertas propiedades simples que describiremos, en primer lugar, a través de un ejemplo, y luego, en un segundo artículo, en general. Denotaremos con la letra griega omega, Ω, a esa familia. Cada elemento del conjunto total será llamado punto, y los conjuntos de la familia son agrupamientos de tales puntos, partes del conjunto total. 
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Figura 2. Diagrama del río que pasa por Königsberg y sus puentes, que aparece en el trabajo seminal de Euler (ver fig. 1). 
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Habitualmente representamos el conjunto X como una parte encerrada del plano, y dibujamos diversos subconjuntos trazando curvas que encierran partes de X (ver fig. 3). 

Comencemos con un ejemplo muy interesante, y que está en los orígenes de diversas formalizaciones en matemática, incluida la topología. Es el del conjunto formado por los puntos de la (una) recta. 

Tomamos segmentos sin incluir sus extremos, o sea lo que habitualmente se denomina segmento abierto o intervalo abierto. Ya se verá que la palabra abierto pasa a tener un significado mucho más general en el marco de la topología abstracta. Para ayudar a la comprensión de este ejemplo, consideremos simultáneamente la recta numérica (esto quiere decir que tenemos un cero y un uno marcados en la recta, y de esa manera podríamos “marcar” todos los números y tener una correspondencia biunívoca entre los puntos y los números reales) (ver fig. 4). 

Debe quedar claro que no es necesario tener la recta numérica para hacer todas estas explicaciones, pero ayuda. En término de números, cada uno de aquellos intervalos abiertos son conjuntos de la forma (a, b), que son los números reales que están entre a y b o sea los números mayores que a y menores que b (estamos suponiendo siempre a < b). Esto suele escribirse, resumidamente así: 

(a, b) = {x: número real, a < x < b}. 

Obsérvese que a y b pueden ser menos y más infinito, o sea los “extremos” izquierdo y derecho de la recta. “Izquierda” y “derecha” se refieren aquí al orden con que habitualmente se suelen dibujar estas cosas, y con el que nosotros representaremos los números en estos artículos (ver fig. 5). 
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Figura 3. D interseca a todos los demás subconjuntos de X. C y E intersecan sólo a D.A interseca a D y B. 

Tomemos ahora la familia formada por la unión de cualquier cantidad numerable de estos segmentos. Un conjunto es numerable si se puede adjudicar un número natural distinto a cada uno de sus elementos. Esto significa que  podemos tomar: 

• ningún segmento, 

• un segmento, 

• cualquier cantidad finita de segmentos, pero también 

• una cantidad “infinita numerable” de ellos. 

 De acuerdo a lo explicado anteriormente, esto significa que son infinitos segmentos y a cada uno de ellos se le puede adjudicar un número natural, que lo “numera”. 

Veamos que esta familia formada por uniones numerables de segmentos satisface estas tres propiedades: 

1. La unión de cualquier cantidad numerable de esos conjuntos también está en la familia. 

2. La intersección de dos de ellos, también. 

3. El todo (o sea el conjunto formado por todos los puntos) y el vacío (el conjunto formado por ningún punto) forman parte de la familia original. Esto se escribe X Є Ω (X pertenece a omega), Ø e Ω (el vacío pertenece a omega), respectivamente. 

El conjunto de todos los números reales (de todos los puntos de la recta) es un subconjunto de la  familia de segmentos (es el segmento que va de -infinito a + infinito), el vacío también porque el segmento (a, a) no contiene ningún número real. Por tanto se cumple la propiedad 3 antes aludida. 

De igual manera, la intersección de dos segmentos es otro segmento o el vacío. Veamos: sean los segmentos (a,b) y (c,d), a coincide con c {a = c} o está a la derecha {c < a} o a la izquierda de c {a < c}. Supongamos que a está a la izquierda de c (los otros casos se analizan de la misma manera), entonces puede suceder una de estas tres situaciones: 

• si c < b < d, entonces la intersección es el 

segmento (c, b);  

• si d ≤ b, la intersección es el segmento (c, d); 

por último,  

• si b ≤ c, la intersección es vacía. 

Este razonamiento, que se extiende a la intersección de cualquier cantidad finita de elementos de Ω, muestra que se cumple la propiedad 2. 

Dado que hemos tomado como conjunto Ω cada una de las uniones de segmentos, es claro que se cumple la propiedad 1:  la unión de cualquier cantidad numerable de uniones de segmentos da una  unión numerable de segmentos. Por tanto, la familia Ω de subconjuntos de la recta  formada por todas las uniones de segmentos es una topología en la recta. Esta familia verifica los propiedades 1, 2 y 3 antes indicadas. 
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Cada punto de la recta tiene un abierto que lo contiene, porque por lo menos el abierto X Є Ω lo contiene. Se dice que un abierto, un elemento de Ω, que contiene un punto de X, es un entorno o una vecindad de ese punto. Y aquí estamos llegando a Piaget, finalmente. Es claro que el caso interesante es cuando cada punto de X contiene muchas vecindades, cada vez más cercanas al punto. O sea que se tiene una sucesión de entornos, unos metidos dentro del otro, que convergen hacia el punto en cuestión (ver fig. 6). 

En la recta numérica, cada punto tiene infinitos entornos que lo contienen. Por ejemplo, si el punto es el cero, es claro que los puntos -1/n y 1/n, a izquierda y derecha del cero definen intervalos cada vez más pequeños alrededor del cero (ver fig. 7). Si expresáramos que ese segmento tiene longitud 2/n nos estaríamos saliendo de la topología. La afirmación es cierta, una vez que hubimos establecido una unidad de medida entre el cero y el uno, pero en topología no se miden distancias entre puntos. Ruego aquí releer la cita de Euler en la que se indica que se quiere evitar “el cálculo de las cantidades”. 

Si quisiéramos bien definir todos estos conceptos, la matemática de este artículo se complicaría demasiado. En ese caso, deberíamos comenzar a explicar más profundamente algunas de las concepciones de Piaget, porque las propiedades topológicas y métricas (distancias, cercanías, etc.), comienzan a entrelazarse. Pero ello está muy lejos de los propósitos esta serie.4 

1 Jean Piaget (1896-1980). Psicólogo y filósofo suizo, cuyos estudios sobre la formación del conocimiento tuvieron amplia repercusión en pedagogía y psicología. 

2 Si bien no está nombrado en esta cita sacada del Prefacio del libro, inmediatamente luego se agrega una quinta relación de continuidad entre los llamados conceptos topológicos. 

3 Titulado, en latín, Solutio problematic ad Gemetrian Situs Pertinentis (autore Leonh. Eulero): “Solución de un problema vinculado a la geometría de la posición”. Wilhem Leibniz (1646-1716), citado por Euler, es el famoso filósofo, matemático, racionalista alemán, nacido en Leipzig. 

4 En la siguiente entrega de esta serie, daremos la definición abstracta de espacio topológico y del concepto de separación. 

 




Incluso, muchas veces una palabra inventada en un contexto lingüístico determinado pasa a tener traducciones no precisas en otras lenguas y en el “ir y venir” de un idioma a otro surgen variadas confusiones. Este proceso se sufre actualmente con la palabra inglesa numeracy, traducida como “alfabetización numérica” por unos, “competencias numéricas” por otros, y ha pasado a tener significados distintos del original, según las escuelas pedagógicas u orientaciones ideológicas que las utilicen. En estos casos, mejor es introducir un neologismo como numerización para evitar toda transposición deformante. 

